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1 引言

在物理学发展历程上，理论的统一往往能带来更多的认识和发现。一个经典的例

子是麦克斯韦通过电磁学理论把电和磁统一起来，引导人们发现了电磁波等对我们当

今生活有重大影响力的物理现象。近一些年的例子有量子电动力学和弱相互作用的统

一给我们带来了电弱相互作用理论。当前理论物理的目标是寻找一个能把相对论效

应，量子效应以及引力效应统一起来的量子引力理论。三个效应分别由三个参数来刻

画，分别是光速c，普朗克常数~以及牛顿引力常数GN。
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20世纪发展起来的广义相对论和量子场论正是这些物理效应结合统一的产物，他
们分别在研究大质量天体物理和小尺度物理等问题上取得了极大的成功。其中量子场

论是量子效应和相对论效应结合的产物，它预言的电子反常磁矩和试验高度吻合。广

义相对论也在研究引力波，GPS定位等问题上得到了广泛的应用。理论的大致图像可
见图

当引力效应将极大质量的天体压缩近极小尺度中产生的天体就是黑洞。有关黑洞

的研究最早可以追溯到拉普拉斯(Laplace)：他在牛顿引力中考虑了存在一类天体的逃
逸速度超过光速的问题。从现代的观点看，理解黑洞物理需要研究大质量天体的广义

相对论理论以及微观尺度的量子场论。因此黑洞在量子引力中就像量子力学中的氢原

子一样重要。

很长一顿时间，人们认为黑洞是一个只进不出的天体。任何物体粒子都不可能逃

脱黑洞的引力，包括光。然而霍金(Stephan Hawking)的工作[1]改变了这一看法。研
究表明，黑洞视界面存在温度为

T = ~c
3

8fiGNkM
(1.1)

的热辐射。温度刻化的分子平均运动动能，从而霍金的工作表明黑洞视界面并非原先

认为的“全黑”。

黑洞的热辐射是黑洞热力学理论中的冰山一角。黑洞热力学理论和经典热力学一

样，还包含能量E，熵S，电荷Q，化学势µ等物理量。热力学描述的是宏观系统的热

现象，这些热现象的微观量子起源由统计力学来描述。例如，温度描述的是分子平均

运动动能，熵通过玻尔兹曼公式S = k ln d描述的是系统的微观状态数,其中d代表的就

是微观量子态的数目。在这个意义上，黑洞热力学是连接黑洞的几何和量子理论的桥

梁。

对于一般的量子场论描述的系统来说，物态的宏观熵和系统的体积成正比。然而

当理论中引入了引力相互作用后，这个规律不再适用1。贝肯斯坦(Bekenstein)认为，
黑洞的熵正比于其视界面的面积而非体积(在自然单位制~ = k = c = 1下)：

S = A

4GN

(1.2)

这个标度关系一定程度上启发了全息原理的提出。正如量子统计力学为宏观的热力学

系统提供了微观理论解释，理解黑洞熵(1.2)的微观状态起源需要量子引力理论。成功
的量子引力理论的试金石是它是否能计算出一个宏观黑洞熵对应的微观量子态。

黑洞表面存在有限的温度意味着黑洞会以热辐射形式蒸发，这个过程被称为霍金

辐射。热辐射不包含黑洞中量子态的信息。当黑洞蒸发了全部的质量后，一个困扰了

人们多年的问题是：黑洞的信息去哪了？一方面，如果认为黑洞蒸发的过程是由量子

力学来描述的，就必须要求该过程满足酉正性(unitary)，也就是说信息是守恒的。然
而由于热辐射不携带信息，所以当黑洞完全蒸发之后，信息似乎凭空消失了。这就是

信息佯谬问题，它体现出当广义相对论和量子场论进行统一描述时产生的尖锐矛盾。

早期关于黑洞信息佯谬的辩论主要集中在信息是否会在黑洞蒸发过程中丢失，这

个辩论持续了很多年。1997年Maldacena提出的全息原理[3]为解决该问题提供了一个
1相关的综述讨论可见[2]
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新思路。全息原理认为：一个在AdS时空中的引力理论和其边界上的共形场论完全等
价。在这个框架下，AdS黑洞的微观状态由边界量子场论描述，引力中的蒸发过程也
应该可以等价于边界量子场论的演化过程，从而它意味着黑洞蒸发过程是信息守恒

的。从而这为人们理解量子引力提出了进一步问题：霍金关于黑洞热辐射的计算究竟

错在哪里？我们需要如何从引力理论中理解黑洞蒸发过程是信息守恒的。回答这个问

题可能需要对量子引力理论发展出全方面的理解。但我们仍然希望半经典引力计算能

给我们带来定性的物理图像。

鉴于上述原因，理解黑洞熵的微观状态数将有助于我们构造黑洞的量子化理论，

从而理解霍金的半经典计算的漏洞：在量子场论中如何得出信息不守恒的结论？当然

直到现在，我们依然没有完全理解一个量子引力理论的完整图像。其困难来源于很多

方面。本讲义的目标是为理解黑洞熵(1.2)的微观状态起源提供启发性地介绍。我们在
第2节将介绍黑洞热力学的性质。为了让读者更好理解(1.1)以及(1.2)确实有其热力学
含义，我们将使用一些弯曲时空中的量子场论的理论知识。关于这方面的好的综述可

见[4–6]。在第3节中，我们将从弦理论，全息原理以及Kerr/CFT对偶三个方面介绍如
何从量子场论中得到黑洞的熵。在第4节中，我们会讨论和计算黑洞微观状态直接相
关的信息佯谬问题。由于篇幅以及课程安排限制，本讲义无法覆盖信息佯谬的各个方

面。本暑期学校的其它课程会做更详细的介绍。

在每一个章节末，将会有一些习题供学生思考。

习题

1. 利用量纲分析，检验在国际单位制k, ~, c ”= 1下黑洞熵的表达式：

S = kAc
3

4GN~ (1.3)

2. 估算如果太阳变成黑洞，其对应的霍金温度以及其对应的黑洞熵。

2 黑洞热力学

人们找到的爱因斯坦方程组里的第一个黑洞解是Schwarzchild解：

ds
2 = ≠

3
1 ≠

2M

r

4
dt

2 +
3

1 ≠
2M

r

4≠1

dr
2 + r

2(d◊
2 + sin2

◊dÏ
2) (2.1)

度规的系数在r = 2M和r = 0处都是发散的，这意味着该坐标在这两个面上不能很好
的描述真正的物理。由于度规本身是坐标依赖的，因此这些奇异点出现有可能来自于

理论选择了不恰当的坐标。检验一个奇异点是坐标奇异点还是物理奇异点的简单办法

是检查其它的曲率不变量是否是有限的。例如

Rµ‹fl‡R
µ‹fl‡ = 48M

2

r6
(2.2)

我们可以看出r = 2M处的曲率是有限的而r = 0的曲率是发散的。
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既然r = 2M是几何的坐标奇异，那么我们可以通过选择合适的坐标系来移除这

个奇异点。一个选择是Eddington-Finkelstein坐标：定义

u = t + r + 2M ln
3

r

2M
≠ 1

4
, v = t ≠ r ≠ 2M ln

3
r

2M
≠ 1

4
(2.3)

在(v, r)坐标里，r = 2M就不再是度规的奇异点，而是

ds
2 = ≠

3
1 ≠

2M

r

4
dv

2 + 2dvdr + r
2(d◊

2 + sin2
◊dÏ

2) (2.4)

Schwarzchild度规(2.1)只能描述视界面之外 r Ø 2M的时空区域，但这并不意味着时

空区域只包括视界面之外的部分。通过引入新的坐标例如Eddington-Finkelstein坐标，
度规(2.4)被延拓到包括黑洞的时空区域。完整的时空区域可以使用Kruskal坐标描述，
其定义为：

u
Õ = e

u
4M =

3
r

2M
≠ 1

4 1
2

e
r+t
4M

v
Õ = e

≠ v
4M =

3
r

2M
≠ 1

4 1
2

e
r≠t
4M

(2.5)

在这个坐标下，Kurskal几何是

ds
2 = ≠

32M
3

r
e

≠ r
2M du

Õ
dv

Õ + r
2(d◊

2 + sin2
◊dÏ

2) (2.6)

视界面落在u
Õ
v

Õ = 0而u
Õ
v

Õ = ≠1是物理的奇异点。
在新的坐标系下，视界面 r = 2M是光滑的，一个自由落体的观察者可以不受

阻碍地通过视界面，但这并不意味着在视界面上没有新的物理。对于一个无穷远的

观察者来说，视界面是和他有时空因果关联区域的边界。为了更好地理解视界面的

物理，我们可以考虑近视界面极限下的度规。为了不失一般性，我们把度规中的黑

化(blackening)因子记为 f(r)。在上述的Schwarzchild解中，

f(r) = 1 ≠
2M

r
(2.7)

这样一般的静态黑洞可以写为

ds
2 = ≠f(r)dt

2 + dr
2

f(r) + r
2
d�2 (2.8)

其中我们用 d�2代表其它的时空方向。我们记 r+为 f(r)的最大的正实根，它代表的黑
洞的外视界面半径2。我们定义新的径向坐标为

r = r+ + f
Õ(r+)
4 fl

2 (2.9)

近视界面的极限定义为 fl æ 0，从而度规变成

ds
2 =

A

≠
f

Õ(r+)2

4 fl
2
dt

2 + dfl
2

B

+ r
2

+
d�2 + O(‘4) (2.10)

2对于复杂的带电荷黑洞来说，可能存在内视界面。
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在这个系统中(fl, t)和其它空间方向脱耦合，从而时空度规变成了局部的Rindler时空
和其它时空方向的直积。我们将在后文用到这个性质。

对于极端黑洞来说，近视界面极限的度规不再是Rindler时空，而是AdS2时空，

这对用熵函数或者Kerr/CFT对偶来计算黑洞熵至关重要。具体计算可见习题。

2.1 弯曲时空的量子场论，Unruh效应，霍金辐射

在我们理解一个新的理论时，时常会用一些我们熟悉的概念来帮助我们理解新的

事物。这也许会为理解新的模型提供一些思路，但也有可能导致一些理论和客观事实

不符的情况出现。一个例子是我们在量子力学出现之前尝试理解氢原子的时候，由于

电磁力和引力都是和中心距离满足平方反比率，我们假设了电子会绕原子核在特定轨

道上做运动，就像地球绕太阳的公转。在量子力学出现之后，人们意识到经典的轨道

图像并不完全适用于微观粒子，从而放弃了经典轨道的概念。粒子的自旋的概念也是

如此。

在考虑弯曲时空的量子场论时，粒子数也不再是一个良好定义的物理概念。这是

弯曲时空量子场论区别于平直时空(Minkowski时空)量子场论的一个主要特性。事实
上，Minkowski时空由于有Poincare对称性的存在，理论中存在着类时的Killing矢量，
从而依据此可以选择在Lorentz变换下不便的真空态。粒子的产生可以通过将正能模
式作用在真空态上得到。不同的正能模式之间存在Lorentz变换的对称性，由于真空
是Lorentz变换不变的，因此在Minkowski时空中的量子场论粒子数可以被唯一确定。
因此粒子数在该理论中是一个物理观测量。

一般的弯曲时空不存在类时的Killing矢量，从而对于不同的正能模式有不同的真
空选择。由于没有这样的对称性，从而没有统一的粒子数的概念描述。一个真空态在

另一个正能模式决定的真空态看来可能是一个有很多粒子的激发态。Unruh效应就是
这个物理现象的一个具体模型体现。

我们首先依循Minkowski时空中的量子场论来考虑在弯曲时空中的自由标量场

L =
Ô

≠g

3
≠

1
2g

µ‹
Òµ„Ò‹„ ≠

1
2m

2
„

2

4
(2.11)

对应的Klein-Gordon方程是
⇤„ ≠ m

2
„ = 0 (2.12)

假设fi(xµ)是方程(2.12)的一组正交完备解，那么所有的解就可以在fi的基底下展开：

„ =
ÿ

i

aifi + a
†
i
f

ú
i

(2.13)

谐振子算符ai满足

[ai, a
†
j
] = ”ij (2.14)

理论的真空态定义为被所有湮灭算符作用后都为零的物理态

ai |0Í = 0 (2.15)
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在这个表象下，通过粒子数标记的量子态记为

|niÍ = 1
Ô

ni!
(a†

i
)ni |0Í (2.16)

相应的粒子数算符是

ni = a
†
i
ai (2.17)

直到目前为止，所有的构造弯曲时空量子场论的理论工具完全和Minkowski时空中的
量子场论一致。

然而方程(2.12)可能存在其它的完备正交解gi(xµ)。这些完备正交解和 fi(xµ)之间
通过变换系数矩阵–ij, —ij联系：

fi =
ÿ

j

(–ú
ji

gj ≠ —jig
ú
j
), gi =

ÿ

j

(–ijfj + —ijf
ú
j
) (2.18)

从而任意一个场存在不唯一的展开式

„ =
ÿ

i

aifi + a
†
i
f

ú
i

=
ÿ

i

bigi + b
†
i
g

ú
i

变换(2.18)在文献中被称为Bogoliubov变换。其中变换系数满足
ÿ

j

(–ik–
ú
jk

≠ —ik—
ú
jk

) = ”ij (2.19)

如果把标量场„在基底gi(xµ)下的展开谐振子系数记为bi, 那么Bogoliubov变换同样也
可以作用在谐振子上：

ai =
ÿ

j

(–jibj + —
ú
ji

b
†
j
)

bi =
ÿ

j

(–ú
ij

aj ≠ —
ú
ij

a
†
j
)

(2.20)

从而这确定了真空|0Í在gi(xµ)基底下的粒子数为

È0f | nbi |0fÍ = È0f | b
†
i
bi |0fÍ

=
ÿ

j

—ij—
ú
ij

(2.21)

Unruh效应

Unruh效应说明的是一个加速度为a的参考系里的观察者在Minkowski时空的真空
可以观察到温度为

T = a

2fi
(2.22)

的粒子群。由于温度的概念只对大量粒子适用，这个结论意味着即使在真空态，一个

加速度观察者也可以观察到大量粒子。 Unruh效应是弯曲时空量子场论的直接结论。
为了理解这一点，我们需要找到解空间的类似于f和g的两组完备正交基底。正如上

文所讨论的，Minkowski时空的类时Killing矢量ˆt为理论选择了唯一的真空态。换句
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Figure 1: Rindler spacetime

话说，时间坐标的选取决定了真空态以及其正能模式f。因此求解两组完备正交基底

等效于选择两个不同的时间坐标。

为了简便起见，考虑二维Minkowski时空：

ds
2 = ≠dt

2 + dx
2 (2.23)

我们可以证明，一个加速度为a的参数曲线是:

t(·) = 1
a

sinh(a·), x(·) = 1
a

cosh(a·) (2.24)

从而为了让常加速度对应于某个新坐标的常数值，我们可以做如下坐标变换

t = 1
a

e
a› sinh(a÷), x = 1

a
e

a› cosh(a÷), |t| < x (2.25)

从坐标变换(2.25)可以看出常数X正对应着常加速度。我们从(2.25)获得的正是Rindler度
规

ds
2 = e

2a›(≠d÷
2 + d›

2) (2.26)

Rindler时空(2.26)和Minkowski时空(2.23)决定了不同的正能模式。从而他们之间的Bogoliubov变
换系数可以通过模式之间的变换求解。坐标(2.25)适用于Rindler时空的右半区域 其镜
像的左半时空区域的坐标会发生符号转变，从而定义为

t = ≠
1
a

e
a› sinh(a÷), x = ≠

1
a

e
a› cosh(a÷), x < |t| (2.27)

符号转变是因为在左边时空区域中指向未来类时方向是向下的。

在Rindler时空中的Klein-Gordon方程是

⇤„ = e
≠2a›(≠ˆ

2

÷
+ ˆ

2

›
)„ = 0 (2.28)
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这个方程的解显然包括平面波。由于时空坐标在左右半区定义有所区别，我们定义如

下的模式

g
(1)

k
=

Y
]

[

1Ô
4fiÊ

e
≠iÊ÷+ik› Right
0 Left

g
(2)

k
=

Y
]

[
0 Right

1Ô
4fiÊ

e
iÊ÷+ik› Left

(2.29)

其中g
(2)

k
指数上符号的改变正是由于未来指向方向不同。从而我们可以知道这些模式

在Minkowski时空中，在右半部分为

g
(1)

k
= 1

Ô
4fiÊ

e
≠iÊ÷+ik› = a

iÊ
a (x ≠ t) iÊ

a (2.30)

而在左半部分为

g
(2)ú
≠k

= 1
Ô

4fiÊ
e

≠iÊ÷+ik› = 1
Ô

4fiÊ
a

iÊ
a e

fiÊ
a (≠t + x) iÊ

a (2.31)

由于g
(1)

k
和g

(2)

k
定义在互补的时空区域上，我们可以验证如下的组合是在全时空平面上

良好定义的：

h
(1)

k
= 1

Ú
2 sinh

1
fiÊ

a

2
1
e

fiÊ
2a g

(1)

k
+ e

≠ fiÊ
2a g

(2)ú
≠k

2
(2.32)

方程(2.32)定义了在Minkowski时空和Rindler时空中两组完备基底之间的Bogoliubov变
换。因此我们可以从该式中读出Bogoliubov变换系数—ij，从而可以得到

È0M | nR |0MÍ = 1
e2fiÊ/a ≠ 1 (2.33)

这意味着温度的导数为— = 2fi

a
。这正是我们的Unruh效应的温度。

2.2 霍金辐射

由于在非极端黑洞的近视界面极限的几何正是Rindler时空，我们可以预见霍金
辐射产生机制和Unruh效应是一致的。这是因为根据广义相对论的等效原理，我们可
以将黑洞表面的引力视为等效的加速度。我们记Ÿ为黑洞的表面引力，它的定义是：

给定Killing视界面上的Killing矢量›
µ, ›

µ与视界面正交，从而

›
µ
Òµ›

‹ = ≠Ÿ›
‹ (2.34)

对于Schwarzchild黑洞, Ÿ = 1

4M
, 从而我们可以获得霍金辐射的温度(1.1)。

2.3 黑洞热力学

最早的黑洞热力学理论是有Berenstein发起的。他受到导师惠勒(Wheeler)的启
发，考虑了热力学第二定律对于存在黑洞的时空来说应该如何理解的问题。换句话
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说，我们如果需要给黑洞定义一个物理的熵，有什么黑洞的物理量是在某些条件下单

调递增的？首先黑洞的质量不符合这一要求，原因是Kerr黑洞存在着可以提取能量的
能层。通过提取能量过程可以让黑洞的质量下降。霍金证明的面积定理[7]为这个问题
提供了一个可选的答案。面积定理说的是：如果黑洞视界面之外没有裸奇点，并且能

量动量张量满足零能条件，即对任意零向量k
µ满足Tµ‹k

µ
k

‹
Ø 0，则黑洞视界面面积

是单调递增的。

在面积定理的启发下，Berenstein认为黑洞的熵正比于视界面面积。但是他并不
能确定正比系数。它仅仅描述了在黑洞视界面的部分的经典动力学。热力学第零定律

和第一定律分别描述的是平衡和准平衡过程。

• 黑洞热力学第零定律：静态黑洞的视界面上表面引力是常数。

• 黑洞热力学第一定律：转动角动量为J ,电荷Q的黑洞满足[8]:

dM = Ÿ

8fi
dA + �dJ + �dQ (2.35)

其中M是黑洞的ADM质量。若理论存在其它的耦合参数，新的耦合参数都可
以视为新的守恒荷加入到热力学第一定律中。例如高阶导数项Gauss-Bonnet项。
详细理论可参考Lovelock引力[9]。

我们以Kerr黑洞为例。在Boyer-Linguist坐标系下，Kerr黑洞解为

ds
2 = ≠

�
fl2

(dt̂ ≠ a sin2
◊d„̂)2 + sin2

◊

fl2
((r̂2 + a

2)d„̂ ≠ adt̂)2

+ fl
2

� dr̂
2 + fl

2
d◊

2

� = r̂
2

≠ 2Mr̂ + a
2
, fl

2 = r̂
2 + a

2 cos2
◊

(2.36)

容易从视界面面积计算出黑洞的熵为

S = 2fiMr+ = 2fiM(M +
Ô

M2 ≠ a2) (2.37)

角动量由Komar积分定义，其值为J = aM。此外黑洞的角速度定义为视界面上的角

速度

� = ≠
gtt

gt„

|r=r+ (2.38)

可以验证热力学第一定律TdS = dM ≠ �dJ是满足的。

作为初学者，我们需要明确的是我们应该做什么计算来验证热力学第一定律。

在(2.35)中，能量M，熵S等热力学状态参数都以全微分形式出现。我们知道如果一

个多元函数记为f(x1, x2, ..., xk)，则全微分为

df = ˆf

ˆx1

dx1 + ˆf

ˆx2

dx2 + ... + ˆf

ˆxk

dxk

当然函数的自变量选取不是唯一的。如果选取另一组自变量y1, ..., yk，全微分则可以

写为

df = ˆf

ˆy1

dy1 + ˆf

ˆy2

dy2 + ... + ˆf

ˆyk

dyk

9



这样的变换在自变量之间的变换非简并的条件下总是存在的。

在Kerr黑洞度规(2.36)中，我们可以选择(S, J)为独立的自变量来验证热力学第一
定律，也可以使用参数(r+, a)作为自变量来验证。对于后者，我们可以验证类似于如
下关系：

T
ˆS

ˆr+

≠
ˆM

ˆr+

+ � ˆJ

ˆr+

= 0 (2.39)

这两种参数化办法本质上不会有太多差别。然而对于一些更加复杂的黑洞解，例

如Kerr-AdS黑洞[10]， Minimal gauged supergravity黑洞[11]，以及U(1)3 gauged超引
力理论的黑洞[12]，使用Boyer-Linguist坐标将会极大简化度规的形式。并且如果使
用r+以及Boyer-Linguist坐标系的转动参数a来表示热力学量似乎会比其它参数化简便

很多，能避免很多不必要的根号表示。这也许和Boyer-Linguist坐标是Kerr-AdS黑洞
非对角元最少的一种坐标系有关。

2.4 Euclidean路径积分

对于任意的稳态黑洞解，更简单的获得霍金温度的办法是考虑其度规在Euclidean指
标下近视界面几何的光滑性。考虑黑洞解(2.8)的Euclidean变换: t æ i·

ds
2 = f(r)d·

2 + dr
2

f(r) + r
2
d�2 (2.40)

它对应的近视界面度规是：

ds
2 =

A
f

Õ(r+)2

4 fl
2
d·

2 + dfl
2

B

+ r
2

+
d�2 + O(‘4) (2.41)

度规(2.41)仅当· ≥ · + 4fi

f Õ(r+)
时，才在fl = 0处是非奇异的。因为当这个周期条件满足

时，(fl, ·)可以通过坐标变换变成直角坐标系描述的平直时空。而如果该周期条件不
满足，时空中就会存在锥形奇异点(conical singularity)。

事实上，在时间虚方向的周期性正好反映的是场论的热性质，这个转换关系被称

为KMS条件。
在Euclidean指标下，我们可以利用Euclidean路径积分这个强有力的工具来证明

黑洞熵和视界面面积之间的联系。正则系综的引力理论的配分函数定义为对所有满足

时间方向周期性质的黎曼几何求和

Z[—] =
⁄

d[gµ‹ ]e≠I[gµ‹ ] (2.42)

这里I是引力理论的经典作用量。由于我们没有一个完整的量子引力理论，该表达

式只是形式上对所有可能的满足条件几何构型积分。但是我们可以做如下的假设，

至少在半经典近似下，配分函数的最主要的部分由我们已知的稳定点近似所贡献。

(我们将会在附录中解释稳定点近似背后的数学知识。 )从而我们用满足边界条件
的Euclidean几何来估算I或者ln Z的值：

ln Z[—] ≥ ≠Is (2.43)
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配分函数和熵满足

Z = e
≠—<E>+S (2.44)

从而我们可以计算出熵为

S = — < E > + ln Z ¥

A

—
ˆ

ˆ—
≠ 1

B

Is (2.45)

因此我们的问题转化成为如何在引力理论中计算Is。

霍金和Gibbons意识到引力作用量的主要部分除了定义在空间体积部分的Einstein-
Hilbert作用量之外，还需要考虑边界项。该项被称为Gibbons-Hawking边界项[13]。

I = 1
16fiG

⁄

M

d
d
x
Ô

≠gR + 1
8fiG

⁄

ˆM

d
d≠1

y

Ô
≠hK (2.46)

K = h
µ‹

Òµn‹是边界的外曲率，nµ是正交于边界的法向量，hµ‹是边界上的诱导度

规，定义为hµ‹ = gµ‹ ≠ nµn‹。如果我们在平直时空计算作用量，可以发现Einstein-
Hilbert体积项的贡献为零。以Schwarzchild黑洞为例。Schwarzchild黑洞是真空Einstein方
程Rµ‹ = 0的解。从而通过指标缩并我们可以得到R = 0。而边界项的贡献正比于视界
面面积。这是因为通过分部积分法

⁄

ˆM

d
d≠1

y

Ô
≠hK = ≠

ˆ

ˆn

⁄

ˆM

d
d≠1

y

Ô
≠h (2.47)

在近视界面极限下，我们可以用径向方向替代ˆn，也就是
⁄

r=r++‘

d
d≠1

y

Ô
≠h = 2fi‘A (2.48)

从而
ˆ

ˆn

⁄

ˆM

d
d≠1

y

Ô
≠h = 2fiA (2.49)

这意味着在壳的Euclidean作用量为

Is = ≠
A

4G
(2.50)

将(2.50)代入(2.45)，我们就可以获得Bekenstein-Hawking熵。从而这解释了为什么熵
正比于视界面面积。由于这个推导不依赖于度规具体形式，它揭示了热力学和几何之

间的普适关系。

2.5 BPS黑洞热力学

在弦理论中，我们只能够通过计算超对称场论的微观态来理解对偶的引力理论中

黑洞的微观状态数。从而我们需要理解在超对称极限下黑洞热力学应该如何构建。我

们需要小心区分满足超对称的黑洞解和BPS黑洞。当我们说超对称黑洞时，我们仅仅
要求黑洞满足BPS超对称条件:

E =
ÿ

Ji +
ÿ

QI (2.51)
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然而仅仅满足超对称条件的黑洞解可能是裸奇异点解。另一方面极端黑洞的条件是

黑洞有简并的视界面，也就是内视界面和外视界面重合。这意味着黑洞有T = 0的温
度。这一般并不能保证超对称条件的满足。BPS黑洞指的是同时满足超对称条件在本

节中，我们要介绍BPS极限下的黑洞热力学关系。本节可参考的文献是[14]。
在系综中微观状态的信息编码在配分函数Z里。然而配分函数的超对称极限并

非简单地要求— æ Œ。事实上— æ Œ仅仅保证了系综的温度为零，而并不一定保

证BPS条件(2.51)的满足。事实上，我们定义的BPS极限为在— æ Œ条件下，满足一

些和化学势相关的组合的极限。为了理解这个问题，我们来看一个简单的例子。

N = 4超对称Yang-Mills理论中的SU(2) subsector里面的基态由J个标量算符Z生

成。标量Z满足E = J = 1。其中twisted sector的基态由算符Z
J生成，这构成了一个

长度为J的自旋链(spin chain)。我们定义在这个系综中的配分函数为

Z =
ÿ

e
≠—E≠—�J (2.52)

=
ÿ

e
≠—(E≠J)≠—(1≠�)J

为了让配分函数在— æ Œ是良好定义的，我们只有满足如下条件的物理态才会对配

分函数产生非平凡贡献：

• E = J

• —(1 ≠ �) 在— æ Œ极限有限。

对于黑洞解，其BPS极限常常具有如下性质：

E æ EBPS + O

1
—

≠2
2

, J æ JBPS + O

1
—

≠2
2

, Q æ QBPS + O

1
—

≠2
2

(2.53)

而对应的热力学共轭量在— æ Œ极限为

� æ �BPS ≠
Ê

—
+ O

1
—

≠2
2

, � æ �BPS ≠
„

—
+ O

1
—

≠2
2

(2.54)

黑洞时空在BPS条件下的转动角速度�BPS = 1，意味着视界面的转动速度为光速。在
量子场论中，BPS条件常常代表着系统能量的下界。在黑洞时空中，违反BPS条件意
味着黑洞时空出现裸奇点，从而违反宇宙监督者假设。从而我们的量子统计关系可以

被写为

I = —(EBPS ≠ �BPSJBPS ≠ �BPSQBPS) + ÊJBPS + „QBPS ≠ SBPS

= ÊJBPS + „QBPS ≠ SBPS

(2.55)

习题

1. 考虑极端黑洞(2.8)度规满足

f(r+) = f
Õ(r+) = 0 (2.56)

计算其近视界面极限的度规。
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2. (Di�cult!)考虑AdS时空的黑洞，计算其作用量Is.

ds
2 = f(r)d·

2 + dr
2

f(r) + r
2(d◊

2 + sin2
◊dÏ

2)

f(r) = 1 ≠
2M

r
+ r

2

¸2
, M = r+

2 + r
3

+

2¸2

(2.57)

提示：

• 计算时需要扣除AdS时空背景的贡献，这一项是发散的。

I = 1
16fiG

⁄

M

d
4
x
Ô

≠g(R + 6
¸2

) + 1
8fiG

⁄

ˆM

d
3
y

Ô
≠h(K ≠ K0) (2.58)

• 在这个计算中，边界项的贡献是0。

• 体积项也是发散的。所以需要合适地定义AdS背景时空的时间方向的周
期。

• 最后结果是
I = fir

2

+
(¸2

≠ r
2

+
)

¸2 + 3r
2
+

(2.59)

3 黑洞的微观状态数

对于一个宏观系统来说，熵和微观状态数之间的关系由玻尔兹曼方程决定：S =
k ln W。这在理解黑洞理论中带来了很多困惑：黑洞无毛定理表明黑洞的信息只由有

限多个守恒荷(能量，角动量，电荷)决定。然而Bekenstein黑洞熵的公式表明黑洞具
有极大的熵，绝非几个守恒荷可以解释。因此一直以来量子引力需要回答的一个问题

是：黑洞熵的微观解释是什么？我们是否能从量子场论中计算出黑洞熵的来源？

要从量子引力理论例如弦理论推导一般黑洞熵是很困难的。但是我们可以选择一

些可计算模型来检验我们的候选理论是否能正确的给出宏观黑洞热力学的计算结果。

目前我们已经发展出了很多技术来计算各种黑洞的模型，但是这些技术都有一些局限

性，我们来一一说明。

首先是我们要选择什么模型？黑洞熵反应的是视界面的信息，而和无穷远的观

察者关系不大。因此黑洞的渐进边界是AdS还是dS还是平直时空不会影响黑洞熵的计
算。AdS/CFT作为全息原理的一个经过大量检测的模型，为研究AdS黑洞熵提供了
很有效的计算工具。从而我们可以专门考虑AdS时空的黑洞。其次，AdS/CFT描述
的强弱耦合对偶，强耦合的场论对偶于弱耦合的引力计算。由于我们缺少计算强耦合

理论的有效工具，我们只能期待能够从弱耦合场论计算中预测强耦合场论的信息，而

后者正是理解黑洞物理的理论有效区域。然而由于量子修正，重整化等各种复杂因素

存在，大多数弱耦合的计算并不能很好地反映强耦合的物理。为此对于某些特殊的

模型例如N = 4超对称Yang-Mills理论，我们只能考虑满足超对称条件的黑洞。我们
可以通过在自由极限下计算场论中的超对称共形指标来预测黑洞物理。超对称由于

对称的保护特性，不会受到量子修正。并非所有的超对称场论都能用于计算黑洞熵。

如果理论中保留的超对称太多，可能有效的引力理论不会形成有有限视界面面积的
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黑洞。例如在超弦理论中我们需要足够的膜结构来生成一个有限视界面的黑洞，例

如D1-D5-P或者F1-NS5-P的视界面面积是有限的，它们保留了1/8的超对称不破坏;而
保留了1/2超对称的F1-P束缚态不存在视界面面积非零的黑洞解。在AdS5/CFT4理论

中，已知的AdS5黑洞只存在1/16-BPS的解[15]。
最后了解黑洞微观状态数实际上为信息佯谬问题提供了一个间接的答案：既然黑

洞熵确实存在量子场论的微观状态解释，那么黑洞蒸发过程也一定是酉正的。只是我

们不理解霍金关于黑洞辐射谱为热谱的计算需要做什么修正；或者说如何从引力的计

算中理解这个现象。

3.1 弦理论的计算

3.1.1 超引力中的黑洞解

第一个通过弦理论理解黑洞熵的计算是1996年有Vafa和Strominger给出[16]。我
们在本文中考虑的第一个计算模型是弦论中的F1-NS5-P膜形成的束缚态，本部分基
于Mathur的讲义[17]。

考虑闭弦理论中包含度规，B-场以及Dilaton的低能有效理论。该超引力的作用
量的玻色部分是：

S = 1
2Ÿ

2
10

⁄
d

10
x
Ô

≠ge
≠2�

5
R + 4(Ò�)2

≠
1
12(dB)2

6
(3.1)

我们可以验证，它的一个解是

ds
2 = H

≠1

1
[≠dt

2 + dy
2 + K(dt + dy)2] + H5

4ÿ

i=1

dx
2

i
+

4ÿ

a=1

dz
2

a

e
2� = H5

H1

, H1 = 1 + Q1

r2
, H5 = 1 + Q5

r2
, K = Qp

r2

(3.2)

度规(3.2)保留了理论的1/8的超对称。度规(3.2)在r = 0处视界面面积是有限的。其
原因是多方面的。考虑该理论的11维M理论的图像，其中M2膜绕在第11维坐标x11上。

首先由于F1弦或者M2膜在其Worldvolume方向存在张力，在这些方向的闭环会受到
这些张力的挤压而趋向于收缩成点。另一方面，为了平衡这种力，理论中进一步引入

了M5膜，并把M5膜放在x11的横向方向，从而它趋向于膨胀。两种力的抵消保证了稳

定的BPS束缚态存在。这一点也可以从dilaton场�在视界面r = 0处是个常数可以看出
来。

为了计算视界面的面积，我们注意到视界面由三个部分直乘：y坐标，xi的S
3紧

致部分以及T
4的体积部分。从而

Astring = AS3AyAT 4 (3.3)

S
3的半径在r = 0是

Ô
Q5, 这是因为

H5dx
2

i
= H5(dr

2 + r
2
d�2

3
) æ Q5

A
dr

2

r2
+ d�2

3

B

(3.4)
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从而

AS3 = 2fi
3
Q

3
2
5 (3.5)

类似的我们可以计算y方向的S
1的周长是

Ay = (2fiR)
Û

K

H1

æ 2fiR

Û
Qp

Q1

(3.6)

最后考虑T
4部分，我们将其体积记为(2fi)4

V。因此

Astring = (2fi
2)(2fiR)(2fi)4

V

Û
Qp

Q1

Q
3
5 (3.7)

需要注意的是， (3.7)并非引力理论中计算的几何视界面面积。注意到超引力
作用量(3.1)的Ricci标量部分有和dilaton相关的因子，这意味着我们的度规(3.2)是在
弦参考系下的表达式。为了计算其几何视界面面积，我们需要转换到Einstein参考
系，也就是说通过对度规的重新定义将dilaton场从Ricci标量的系数中消去。从而对
应的Einstein参考系的度规是

g
E

ab
= e

≠ �
2 g

S

ab
(3.8)

从而在Einstein参考系里视界面的面积是

A
E = Q1

Q5

Astring = (2fi
2)(2fiR)(2fi)4

V

Ò
Q1Q5Qp (3.9)

另一方面，10维超引力解(3.1)存在着5个紧致化维度T
4

◊ S
1

y
。我们通过紧致化操作可

以获得5维渐进平直时空的黑洞。视界面面积中(2fiR)(2fi)4
V的因子正是这5维紧致化

维度的体积。从而10维的Newton引力常数和5维引力常数联系是:

G10 = G5(2fiR)(2fi)4
V (3.10)

从而黑洞熵可以被写成

S =
(2fi)2

Ò
Q1Q5Qp

4G5

(3.11)

最后注意到Q1, Q5, Qp只是引力理论中膜或者弦所携带的规范荷。可以理解的是，这

些荷和F1弦的数量n1，NS5膜的数量n5以及动量的自由度np有直接正比关系，也就是

说单个膜携带规范荷数量是一定的，从而膜数量越多，电荷越大。由于我们想把黑洞

熵和共形场论中计算简并度的结果直接对比，而后者是一个数数的工作，因此我们更

倾向于将黑洞熵写成和整数n1, n5, np直接相关的公式。

略去弦论的细节(可见[18],需要考虑规范场的积分以及膜的张力常数等因素)，参
数Q1, Q5, Qp和整数的关系是

Q1 = g
2
–

Õ3

V
n1

Q5 = –
Õ
n5

Qp = g
2
–

Õ4

V R2
np

(3.12)

而10维的Newton引力常数和弦耦合常数关系是G10 = 8fi
6
g

2
–

Õ4, 从而最后的黑洞熵为

S = 2fi
Ô

n1n5np (3.13)
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3.1.2 弦论中的微观态

从熵(3.13)的表达式可以看出如果任何一个整数为零也就是说缺少了弦,NS5膜或
者动量任何一个成分都会使得黑洞熵为零。为了理解这一点，我们先考虑只有F1弦
的物理图像。F1弦所有的简并度仅仅来自于弦零能模式，一共是256个自由度。从而
对应的熵是S = ln 256。在大n1极限下，这个数字并不随n1增大，所以在只考虑熵的

最重要贡献时，该数可忽略。这和视界面面积为零是自洽的。

接下来我们考虑三荷黑洞解对应的简并度问题。为了简便起见，我们将n5 = 1。
F1-P的束缚态描述的是一根长弦在S

1方向绕了数圈并且有S
1方向的动力学。对于给

定的P的F1弦其可能的状态数并不唯一。我们感兴趣的是当n1, np很大的时候，这些

可能状态数的估计值。为此我们考虑生成这些F1-P组合的束缚态并要求左旋激发态
能级为NL。由于我们考虑的是BPS态，右旋能级NR = 0，也就是被固定在基态上。
这些弦的激发态质量(由Level-matching条件)可以被写为

m
2 =

3
2fiRn1T ≠

np

R

4
2

+ 8fiTNL =
3

2fiRn1T + np

R

4
2

+ 8fiTNR (3.14)

由NR = 0我们可以得到

NL = n1np, m = 2fiRn1T + np

R
(3.15)

这些谐振子同时对4个传播方向的玻色子和4个费米子自由度做拆分。由附录中的Hardy-
Ramanujan公式可以得到在n1, np æ Œ时，给定能级NL的简并度是

d ≥ e
2fi

Ô
c
6 n1np (3.16)

其中中心荷c是

c = 4 + 4 ◊
1
2 = 6 (3.17)

从而对应的熵为

S = 2fi
Ô

n1np (3.18)

这正好符合(3.13)中n5 = 1。

3.2 全息原理计算黑洞熵

黑洞熵和视界面的标度关系实际上给了人们一些启发。Maldacena意识到在AdS时
空中的量子引力和边界上的量子场论对偶[3]，这为全息原理的实现提供了一个可计算
的模型。这同样也为解决高维AdS黑洞熵微观状态数问题提供了一个可行的思路。从
现在的观点看，早期解决黑洞熵的模型本质上都是在AdS3/CFT2对偶理论下做的计

算。这种方法有很大的普适性，其原因是极端黑洞的近视界面极限是AdS2几何，而

通过一些参数设置或者维度提升可以将AdS2提升到AdS3中，从而AdS3/CFT2在计算

黑洞熵的问题上得到了广泛应用。另一方面，AdS3/CFT2比较起高维的AdS/CFT有
很大的简化。 AdS3没有引力的传播自由度，从而所有的动力学都由边界的引力子描

述。局部上AdS3引力还可以用定义在SO(2, 2)的Chern-Simons理论描述[19]。其对偶
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的共形场论和高维的共形场论也不一样，2维的共形场论有局部的无穷维Virasoro代
数。这使得2维共形场论有更多可解的结构。

在AdS3/CFT2计算黑洞熵的方法获得成功之后，人们也尝试了在其它高维模型

中用高维CFT计算理解黑洞熵。这个工作首先由[20]发起，研究了规范群为SU(N)的N =
4超对称Yang-Mills理论是否能计算出对偶的AdS5黑洞熵。然而当时令人们困惑的

是在经典引力极限下黑洞熵的尺度是N
2量级，而共形场论中的超对称共形指标只

有N
0量级增长，从而不能解释黑洞熵大量的微观状态数。第一个成功地用高维共形

场论理解的AdS黑洞是AdS4磁黑洞[21]。AdS5黑洞熵的微观状态数问题直到2018年才
获得满意的答案[22–24]。对这个问题感兴趣的读者可以参考综述[25]的相应内容。

本节将只关注AdS3时空的量子引力，我们将说明该理论和2维共形场论的关联
以及这个关联如何用于理解黑洞熵。这个关联起源于Brown和Henneaux于1986年发
现[26] AdS3的渐进对称代数是两个Virasoro代数的直和。这意味着所有的AdS3中的量

子引力都可以被视为一个二维的共形场论。利用这一点来理解所有以AdS3为近视界

面几何的黑洞的微观状态的工作是由Strominger[27]完成的。
AdS3的Einstein-Hilbert作用量是

S = 1
16fiG

⁄
d

3
x
Ô

≠g

3
R + 2

l2

4
(3.19)

在半经典引力框架下，我们要求l >> G，也就是AdS的半径尺度远大于普朗克长度，
从而使得量子引力的贡献可以忽略。

该理论的真空基态解释全局AdS3解

ds
2 = ≠

A
r

2

l2
+ 1

B

dt
2 +

A
r

2

l2
+ 1

B≠1

dr
2 + r

2
d„

2 (3.20)

其等距变换群是SO(2, 2)。为了定义在该时空背景下的量子理论，我们需要说明在什
么边界条件下考虑激发态。边界条件的含义是度规或者场在无穷远处的发散或者衰减

行为。边界条件的选取需要从物理的需求考虑。一方面如果边界条件限制太强，则会

使得得到的量子场论没有非平凡的物理激发态，对应的渐进对称代数所有守恒荷为

零。如果太弱，那么渐进对称代数的守恒荷会是无穷大的。因此在恰当地选取边界条

件使得渐进对称代数的守恒荷是有限的数，可以得到非平凡的物理理论。

渐进AdS3的边界条件是

gtt = ≠
r

2

l2
+ O(1), gt„ = O(1), gtr = O

3 1
r3

4

grr = l
2

r2
+ O

3 1
r4

4
, gr„ = O

3 1
r3

4
, g„„ = r

2 + O(1)
(3.21)

为了说明AdS3时空的量子引力是共形场论，我们需要计算渐进对称代数。渐进代

数›满足

”gµ‹ = L›gµ‹ (3.22)

我们将求解方程(3.22)的细节在附录中说明，从而我们可以得到渐进代数由两个函数
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表示

›
t = l(‘ + ‘̄) + l

3

2r2
(ˆ2

+
‘ + ˆ

2

≠‘̄) + O

3 1
r4

4

›
r = ≠r(ˆ+‘ + ˆ≠‘̄) + O

31
r

4

›
„ = ‘ ≠ ‘̄ ≠

l
2

2r2
(ˆ2

+
‘ ≠ ˆ

2

≠‘̄) + O

3 1
r4

4
(3.23)

‘(z)和 ‘̄(z̄)都只是光锥坐标 z = t

l
+ „， z̄ = t

l
≠ „的函数。将‘(z) = e

inz则可以获得渐

进代数的Fourier模式，从而得到

[Lm, Ln] = (m ≠ n)Lm+n + c

12(m3
≠ m)”m+n,0

[L̄m, L̄n] = (m ≠ n)L̄m+n + c

12(m3
≠ m)”m+n,0

[Lm, L̄n] = 0, c = 3¸

2G

(3.24)

并且中心荷c为

c = 3l

2G
∫ 1 (3.25)

其中

L(z) =
ÿ

n

Lne
≠inz (3.26)

(3.24)是共形场论中熟知的Virasoro代数。Ln和L̄n分别代表左旋模式和右旋模式。这

揭示了AdS3中的量子引力正是中心荷为
3l

2G
的共形场论。

接下来我们要理解的问题是黑洞在该共形场论中应该如何解释。为了解释这个问

题，首先我们要说明的是如何去理解一个共形场论。或者说什么叫做求解一个共形场

论。共形场论由于更大的对称性，可以通过一系列算符的权重和结构系数决定。这些

信息被称为共形场论的谱。求解共形场论就是求解初级算符的谱和算符乘积展开的融

合规律(Fusion rule)。对于我们的例子来说，我们需要理解黑洞的参数如何对应于共
形场论的参数。

BTZ黑洞的度规是

ds
2 = ≠�dt

2 + dr
2

� + r
2

3
d„ ≠

J

2r2
dt

42

� = ≠M + r
2

l2
+ J

2

4r2

(3.27)

内外视界面尺度为

r
2

± = l
2

2

Q

aM ±

Û

M2 ≠
J2

l2

R

b (3.28)

质量和角动量可以分别表示为

M = r
2

+
+ r

2

≠
8Gl2

, J = r+r≠

4Gl
(3.29)
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对应的黑洞熵为

S = fir+

2G
= fi

Û
l(lM + J)

2G
+ fi

Û
l(lM ≠ J)

2G
(3.30)

另一方面我们注意到度规(3.27)中M和J相关的项在边界条件中正是”gµ‹项，从而

我们可以得到

M = 1
l
(L0 + L̄0 ≠

c

12), J = L0 ≠ L̄0 (3.31)

这意味着BTZ黑洞是边界条件(3.21)所定义的共形场论中Virasoro能级为(3.31)的量子
态。在共形场论中，能级为L0的态的简并度由Cardy公式计算：

S = 2fi

Û
c

6

3
L0 ≠

c

24

4
+ 2fi

Û
c

6

3
L̄0 ≠

c

24

4
(3.32)

从而这正好和黑洞熵(3.30)是一致的。
最后我们需要说明如何推导Cardy公式。BTZ边界的共形场论定义在T

2的流形

上，我们记这个流形的moduli为·。从流形几何的观点看，·是流形的复结构。从场论

的观点看，·和黑洞的温度相关· = i—。定义在T
2的流形上的共形场论的配分函数是

Z[·, ·̄ ] = Tre2fii·L0e
≠2fii·̄ L̄0 =

ÿ
fl(�, �̄)e2fii�·

e
≠2fii�̄·̄ (3.33)

其中fl是量子态的简并度密度。一般我们可以用q = e
2fii·作为变量来表示模形式。从

而

fl(�) = 1
(2fii)2

⁄
dq

q�+1

dq̄

q̄�̄+1
Z(·, ·̄) (3.34)

定义在T
2的流形上的共形场论的配分函数满足模性质(这里我们只写出了·部分，略去

了·̄)
Z0 [· ] = Z0

5
≠

1
·

6
, Z0[·, ·̄ ] = Z[·, ·̄ ]q≠ c

24 q̄
c

24 (3.35)

因此

fl(�) = 1
2fii

⁄
dq

q�+1
Z0

5
≠

1
·

6
=

⁄
e

≠2fii·�
e

2fiic
24· +

2fiic·
24 Z

5
≠

1
·

6
d· (3.36)

Z[≠ 1

·
]在· æ 0处趋于常数，这可以理解为在高温极限下对偶的频道里，低能的算符

是单位算符。我们可以用稳定点近似估计(3.36)的值。稳定点位于指数熵函数的导数
为零的点。从而

f
Õ(·) = 0, f(·) = ≠·� + c

24·
+ ·

3
c

24

4
(3.37)

可以解出

· = i

Ú
c

24� (3.38)

将求得的·值带回(3.36)我们就获得了Cardy公式。
以上的利用共形场论推导黑洞熵的方法普适于所有有AdS3近视界面几何的黑洞。

如果我们在具体某一个弦论模型研究这个问题，我们可以计算出究竟是哪些共形场

论的物理态贡献了黑洞熵。在文献[28]中，我们可以找到这样一个例子。一般说来，
共形场论有很大的moduli空间，在不同的moduli点上，共形场论存在着不同的描述方
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式。这些点上的共形场论可能是强耦合的，也就是说没有拉氏量的描述。在D1-D5系
统中，存在着一个moduli点使得对偶的超对称共形场论有近似自由场的描述，这就
是已知的SymN(T 4)或者SymN(K3)。这些场论存在一些扭算符(twist operator)，它们
负责把在不同份的共形场论之间映射。其中存在maximally twisted sector，其将所
有N份的共形场论通过twist算符粘贴起来。从而形成了长弦的物理态。黑洞熵的首阶
半经典贡献正来自于这个sector的贡献。

3.3 Kerr黑洞和共形场论对偶

虽然在前文中我们介绍了如何用弦理论或者全息原理计算黑洞熵，但是我们

不能回答的很直接的问题是：Schwarzchild和简单的Kerr黑洞的微观状态数是什么？
虽然黑洞解比弦论中的D1-D5-P模型简单很多，但是其场论描述很困难。很遗憾的
是，直到现在我们都没有获得满意的答案。在探索理解非超对称黑洞的工作中，

Kerr/CFT对偶[29]是基于极端黑洞的近视界面极限是AdS2几何这一事实提出的一种

普适的计算方法。

Kerr/CFT的计算方法和Brown-Henneaux关于AdS3的方法类似，都需要找到某个

边界条件来限制量子态的Hilbert空间。由于该方法只需要黑洞是极端的，超对称不是
必须条件，因此它可以被用于研究一般Kerr黑洞和带电荷黑洞的微观状态。而且在不
同的维度该算法的差别不大，因此不像全息原理的办法需要分维度各个模型逐一讨论

研究。近年来这种方法还被尝试推广到非极端黑洞模型中，这类研究利用了一个被称

为hidden symmetry的概念。在本讲义中将不赘述。然而Kerr/CFT依然有其局限性。
目前主要缺陷之一是，我们还不知道如何把Kerr/CFT嵌入到高维全息原理的框架中。
例如AdS5的黑洞对偶于N = 4超对称Yang-Mills共形场论，因此其极端极限也可以被
边界的4维共形场论描述。由于Kerr/CFT对偶是用一个手性共形场论描述近视界面的
黑洞熵，因此我们可以推断任何对偶于存在极端极限的黑洞的共形场论都有一个手性

共形场论的极限。近期的工作[30]也与这个猜想有关。然而从群论的角度来说，目前
我们还无法理解：在高维场论中，物理态是有限维共形对称群的表示；而近视界面的

手性代数共形对称群是无穷维的；一个有限对称群的表示如何存在一个无穷维对称群

的表示，是这里面的核心问题之一。

本文将参考[29]考虑平直时空的4维Kerr黑洞。其它维度以及渐进AdS时空的Kerr/CFT对
偶可见参考文献[31, 32]。 Kerr黑洞的度规是

ds
2 = ≠

�
fl2

(dt̂ ≠ a sin2
◊d„̂)2 + sin2

◊

fl2
((r̂2 + a

2)d„̂ ≠ adt̂)2 + fl
2

� dr̂
2 + fl

2
d◊

2

� = r̂
2

≠ 2Mr̂ + a
2
, fl

2 = r̂
2 + a

2 cos2
◊

(3.39)

a = J/M是角动量和质量的比值。内外视界面半径为

r± = M ±
Ô

M2 ≠ a2 (3.40)

从而极端极限是M = a，也就意味着J = M
2。这并非超对称所需要的的标度关系，

所以这个理论计算没有超对称保护。
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由前文的方法可以容易计算出，Kerr黑洞的Hawking温度和黑洞熵分别为

TH = r+ ≠ M

4fiMr+

, S = 2fiMr+ (3.41)

当M = a时，TH = 0。因此极端黑洞描述的是物理系统的基态。在极端极限下近视界
面几何可以通过定义新坐标

r = r̂ ≠ M

⁄M
, t = ⁄t̂

2M
, „ = „̂ ≠

t̂

2M
(3.42)

并取⁄ æ 0。从而我们获得被称为near horizon extremal Kerr geometry (NHEK)。

ds
2 = 2�2

J

C
dr

2

r2
+ d◊

2
≠ r

2
dt

2 + �2(d„ + rdt)2

D

�2 = 1 + cos2
◊

2 , � = 2 sin ◊

1 + cos2 ◊

(3.43)

文献[29]的发现是如下的边界条件可以定义非平凡的渐进代数

htt = O(r2), ht„ = h„„ = O(1), hrr = O(r≠3)
h„r = h◊◊ = ht◊ = h◊„ = O(r≠1), htr = h◊r = O(r≠2)

(3.44)

这个边界条件所对应的渐进代数正是Virasoro代数，并且中心荷为

c = 12J (3.45)

另外，在极端极限下Hawking温度是0。受到前文关于BPS条件下热力学的讨论启发，
零温的热力学教我们需要考虑

TL,R = TH

� ± �0

(3.46)

其中�0是极端黑洞的角速度。我们可以算出

TL = r+ ≠ M

2fi(r+ ≠ a) , TR = r+ ≠ M

2fi⁄r+

(3.47)

从而在极端极限

TL = 1
2fi

TR = 0 (3.48)

这正符合Cardy公式计算的黑洞熵：

S = fi
2

3 cTL = 2fiJ (3.49)

习题

1. 利用Jacobi恒等式说明 Witt代数

[Lm, Ln] = (m ≠ n)Lm+n (3.50)

的central extension只能是Virasoro代数

2. 通过计算检查Kerr-BTZ黑洞的Kerr中心荷和Brown-Henneaux中心荷相等
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4 黑洞信息佯谬

悖论(Paradox)是理论物理发展的重要驱动力。它产生于看似合理的假设通过看
似合理的推论最终却导向完全矛盾的结论。理解悖论能促进我们对理论整体框架的

理解和建设。根据具体悖论的内容和矛盾的严重程度，我们可以将悖论的内因分为错

误(Error)，缺口(Gap)以及矛盾(Contradiction)。
错误描述的是理论本身有问题，一旦找出了这个问题就解决了悖论。例如Maxwell方

程组的协变性在Galilean变换下不满足，而需要在Lorentz变换下才能保证。当我们意
识到需要使用Lorentz变换来研究Maxwell方程组，我们就解决了这个问题，同时还催
生了狭义相对论的发展。与之不同的是缺口型悖论。它出现在我们对理论的理解还不

够完备的时候。例如Wheeler在思考黑洞时空中的热力学第二定律如何理解就是这样
一个问题。这样的思考使得Bekenstein以及后继者完善了黑洞热力学，从而将黑洞理
论和热力学理论结合了起来。最后一种是矛盾，这意味着我们对理论的理解本身出现

了巨大错误，从而需要一场理论的革命来解决这样的问题。例如在理解氢原子的能级

时，如果采用电子绕原子核旋转的引力理论中轨道的图像来理解，电子会通过电磁辐

射损失能量，从而不可避免地掉入原子核中，这和客观事实不符合。量子力学成功的

帮助我们理解了氢原子中能级的问题。

黑洞信息悖论更类似于一个缺口型问题。我们并不认为我们的理论中存在着矛

盾，尤其在AdS/CFT出现之后，我们对黑洞蒸发过程是信息守恒的有了更多的信心。
然而这对我们要理解黑洞蒸发过程到底发生了什么还是不够的。我们需要承认的是，

AdS/CFT虽然通过了很多计算的检验，也有弦理论的支撑，但是目前的计算对于我
们学习到解决黑洞信息悖论还是帮助有限。例如我们确实通过AdS/CFT可以计算关
联函数 [33]，但是这些计算完全没有能探测视界面之内的物理。我们也缺少能够用共
形场论来描述黑洞形成过程的理论支持。目前更多关于黑洞的全息原理计算还是局

限于计算黑洞的微观状态数。这确实是一个成功。但是这和解决信息丢失问题关系不

大。要解决信息丢失问题，我们需要的是黑洞行成物理过程的细节。

4.1 Hawking定理

在本节中，我们要介绍的是Hawking定理。它说明的是：如果假设

• 量子引力效应只在Planck尺度才有明显效应

• 黑洞视界面附近没有复杂的动力学，而可以被视为普通的平直时空

那么一定会导致信息悖论问题。关于这一部分内容，比较好的参考文献有[17, 34–
36]。

在之前关于弯曲时空的量子场论的章节中，我们说明了由于缺少类时的等距对称

性，在弯曲时空中我们不能唯一定义真空态，从而粒子数不是一个好的物理观测量。

理论中存在着不唯一的运动方程的完备正交解。每一组正交解都可以定义自己选定的

类时坐标所对应的真空态：

an |0Í
a

= 0, bn |0Í
b

= 0 (4.1)
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对于an参考系的观察者来说，|0Í
a
是真空态，但对于bn参考系的观察者来说，|0Í

a
中

存在着大量的可观测粒子。我们记两组解的Bogoliubov变换为：

am =
ÿ

n

–mnbn +
ÿ

n

—mnb
†
n

(4.2)

我们在之前的章节中利用这些Bogoliubov系数计算了b参考系中能观察到的粒子的数

目。事实上，由于解的完备性|0Í
a
可以被视为b参考系中的激发态，从而用b谐振子来

表示。通过求解方程

am |0Í
a

=
3 ÿ

n

–mnbn +
ÿ

n

—mnb
†
n

4
|0Í

a
= 0 (4.3)

我们可以获得一般解为

|0Í
a

= Ce
≠ 1

2
q

m,n
b†

m“mnb†
n

|0Í
b

(4.4)

其中“矩阵是

“ = 1
2(–≠1

— + (–≠1
—)T ) (4.5)

为了更好地理解两个真空态之间的关系，我们可以考虑仅存在一个模式下的解形式

|0Í
a

= Ce
≠ “

2 b†b†
|0Í

b
= C |0Í

b
+ C2b

†
b

†
|0Í

b
+ ... (4.6)

这里我们需要注意的核心性质是产生的粒子是成对纠缠的。如果我们忽略高阶四个粒

子生成的效应(因为更多粒子生成的概率会被压低), 这样的纠缠态可以被写成

|0Í
a

= 1
Ô

2

3
|0Í

1
|0Í

2
+ |1Í

1
|1Í

2

4
(4.7)

接下来我们需要讨论的问题是在黑洞几何中的粒子产生效应，在什么时空区域是

最重要的。为了研究这个问题，我们先考虑一个量子力学中的简单模型[35]。考虑量
子场论中的谐振子模型

L = 1
2 ȧ

2
≠

1
2Ê

2
a

2 (4.8)

在经过一段时间演化后，由于时空结构的改变，模型变成：

L = 1
2 ȧ

2
≠

1
2Ê

Õ2
a

2 (4.9)

模型(4.8)和(4.9)分别有其自己对应的基态波函数。
如果模型转变过程是绝热的，或者说，波函数可以随着势能的改变而变化，那么

系统可以一直被锁定在基态。但是如果转变过程太快使得波函数来不及适应新的势

能，那么对于转变后的势能来说，原来模型的波函数不再是基态的，从而可以用新的

势能决定的完备波函数基展开。这个展开级数中包含着多粒子态，从而原来模型的基

态不再是新的模型的基态，新的粒子产生了。决定转变过程是否“太快”的物理量是

理论中的特征尺度。在这个模型中，我们唯一的特征尺度是Ê ≥ Ê
Õ。因此如果转变时

间�t小于这个尺度，我们将会预测到粒子产生的发生。
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Figure 2: Figures from [35]

在黑洞时空中，类似的我们可以认为粒子产生发生在时空变化“太快”的区域，

也就是”g ≥ g。类似的，在黑洞时空中，特征尺度为Schwarzchild半径≥ GM。从而

也就是在视界面附近，粒子产生效应将变得不可忽略。事实上，由于引力源的存在，

粒子产生过程总是在发生的。只不过在引力场不强的区域，这个效应很小。视界面产

生的粒子根据在视界面附近的具体位置有不同的命运。对于视界面之外的粒子，它有

几率逃脱黑洞引力的范围；而视界面之内的粒子会不可避免地掉入奇异点，因为在视

界面内部，奇异点的方向是无穷远的未来。

为了描述黑洞时空中粒子产生的演化过程，我们需要选取合适的类空曲面。类空

曲面是指其法向量满足n
µ
nµ < 0。在视界面之外，Schwarzchild坐标给出了合适的类

时向量ˆt，我们可以选择t = const的曲面为类空曲面。这和无穷远观察者选择一致。

而在视界面之内，r成为了类时坐标，从而类空曲面为r = const的曲面。在视界面附

近，我们可以选择connector曲面将二者光滑链接起来。见图3。这样的connector曲面
一定存在因为Kruskal坐标光滑地覆盖了整个Schwarzchild黑洞的时空区域。

我们对这样的类空曲面做如下的时间演化。首先我们要求在视界面内部的部

分Sin的半径 r变化 ”r æ 0。这样做是为了避免 r = 0处的奇异点问题。在视界面
之外的部分则是t方向进行有限的位移 t æ t + �t。为了把这样的类空曲面光滑地

连接起来，连接部分connector会被迫不断被拉长。从而一对对的量子纠缠粒子会
在connector区域中不断地产生出来，像是时空在视界面附近不断地被一层层剥离。
见图4

我们需要研究的是在这个时间演化过程中，Hawking辐射的纠缠熵的变化。我们
记|ÂÍ为黑洞的初始态。当一对纠缠粒子产生时，我们可以获得其量子态为

|�Í = |ÂÍ ¢

A
1

Ô
2

|0Í
c1

|0Í
b1

+ 1
Ô

2
|1Í

c1
|1Í

b1

B

(4.10)

考虑在Hawking辐射过程中，b粒子逃逸到了无穷远，而c粒子掉入黑洞成为黑洞的一
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Figure 3: 图片截取于文献[34]

Figure 4: Figures from [34]

部分。由于引力相互作用是吸引的，在黑洞视界面内部的粒子能量为负。从而c粒子

会减小黑洞的能量。形成的c和黑洞的共同系统的密度矩阵是

fl1 = trb |�Í È�| = 1
2 |ÂÍ |0Í

c
È0|

c
ÈÂ| + 1

2 |ÂÍ |1Í
c
È1|

c
ÈÂ| (4.11)

对应的纠缠熵是

S = ≠trfl1 ln fl1 = ln 2 (4.12)

当演化继续进行时，会有更多的量子纠缠对粒子从视界面的connector附近产生。这
样新的物理态可以记为

|�Í = |ÂÍ ¢

A
1

Ô
2

|0Í
c1

|0Í
b1

+ 1
Ô

2
|1Í

c1
|1Í

b1

B

¢

A
1

Ô
2

|0Í
c2

|0Í
b2

+ 1
Ô

2
|1Í

c2
|1Í

b2

B (4.13)

从而Hawking辐射和剩下系统的纠缠熵为S = 2 ln 2。可以证明的是当N对纠缠粒子产

生之后，无穷远的b系统的纠缠熵为S = N ln 2。
这个过程当然不可能永远进行下去。一个自然的猜测是：蒸发过程会在黑洞曲率

的尺度达到Planck量级停止R Æ l
≠2

p
。这将导致两种可能的结果：

1. 黑洞蒸发过之后，什么都没有剩下。无穷远处的Hawking辐射粒子 b有很大的纠

缠熵，但是没有任何物理系统与之纠缠。从而发生了纯态通过黑洞蒸发变成了

混合态。这违反了量子力学。
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2. 存在着Planck尺度的蒸发遗迹(Remnants)。它和无穷远的Hawking辐射粒子有
大量的量子纠缠但是能量尺度都很小。

第一种可能结果描述的是黑洞蒸发过程发生了信息丢失。第二种可能结果并不违反量

子力学的信息守恒，但是一个几乎没有能量和尺度但是却包含大量量子纠缠的遗迹不

符合人们对一般物理的理解。Hawking的计算并不能说明这两种选择哪一种更符合理
论要求。

人们对黑洞信息悖论有过各种各样的误解。例如黑洞信息丢失问题源自于真空中

产生的量子纠缠的粒子对。我们可以通过比较其它物理模型和物理过程来理解信息丢

失是如何依赖于黑洞物理理论的。一个例子是Schwinger效应，它描述的是在两块通
电板并且板之间电场为E的真空中可以产生粒子对。由于电板上电荷的吸引，这样的

电子对可以被分开吸引到两个电板上。当源源不断电子对产生后，会中和电板上的电

荷直到电场消失。这个过程没有任何信息丢失问题。信息丢失问题也不出在量子纠缠

的粒子对上。根本原因是由于引力的作用，黑洞内部粒子能量为负，从而Hawking辐
射会减小黑洞的质量。在Schwinger效应里，真空中的纠缠粒子对中和了电场从而中
止了Schwinger过程。在电场完全消失之后，两个电板之间会存在大量的量子纠缠。
然而黑洞蒸发过程会减小黑洞能量。我们无法想象一个没有能量的虚空会携带大量的

量子纠缠。

还有一个常见的误解是也许Hawking的计算只是半经典引力极限下的首阶效应。
当我们考虑了量子引力的所有修正我们有可能修正信息丢失问题。然而我们在下一节

可以看到我们需要O(1)的修正来解决信息丢失问题。仅仅期待量子引力的修正似乎
远远不够。这正是信息丢失悖论问题的难点。

4.2 CHSH计算

在上一节中，我们使用了一些简化的量子比特模型来研究黑洞的信息丢失问题。

我们着重讨论了黑洞视界面附近的纠缠结构，以及其是如何造成信息丢失的。在本节

中，我们将使用弯曲时空的量子场论以及量子纠缠的测量来进一步定量地研究信息丢

失问题。

历史上Einstein和Bohr有关量子力学发生了多次辩论。由于当时实验条件的局限
性，这些辩论都大多数停留在哲学或者理论层面。Bell有关量子纠缠的思考改变了这
一情况。他意识到量子纠缠是区别于经典关联的一种新的关联关系。他提出了现在被

称为Bell不等式的工具来判定一个系统是否存在量子纠缠。这个理论后来由Clauser,
Horne, Shimony和Holt四人改良成为了现在熟知的CHSH不等式。本文将讨论后面这
一种理论。

我们记A1, A2是一个系统中的一对物理观测量，B1, B2是另一个物理系统中的物

理观测量。假设这些物理观测量的本征值取值于[≠1, 1]，并且[Ai, Bj] = 0。CHSH算
符被定义为

CAB = A1(B1 + B2) + A2(B1 ≠ B2) (4.14)

在经典力学中，|CAB| Æ 2，这可以通过下式证明

|CAB| Æ |B1 + B2| + |B1 ≠ B2| Æ 2Max{|B1|, |B2|} Æ 2 (4.15)
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Figure 5: Figures from [36]

与之不同的是在量子力学中，Tsirelson证明了CHSH算符的期望值可以超过经典的极
限，为

| È�| CAB |�Í | Æ 2
Ô

2 (4.16)

这个值被称为Tsirelson极限。这个最大值当且仅当如下条件满足的时候取到

ÈB1|B2Í = ÈA1|A2Í = 0, |B1Í + |B2Í =
Ô

2 |A1Í , |B1Í ≠ |B2Í =
Ô

2 |A2Í (4.17)

其态的构型可见图5：
此外我们还需要两个有关CHSH算符的事实。其一是量子纠缠有单一性(Monogamy)。

其意味着如果存在第三个系统的算符C1, C2满足 [Cj, Bi] = [Cj, Ai] = 0，那么对于任
意的量子态 |�Í都有[37]

È�| CAB |�Í
2 + È�| CAC |�Í

2
Æ 8 (4.18)

不等式(4.18)意味着如果AB之间有量子纠缠C
2

AB
> 4则AC之间不能存在量子纠缠。

其二事实是如果一个子系统的密度矩阵 fl正比于单位矩阵，那么在补系统中一定存在

算符B1,2使得CAB满足Tsirelson’s上界。
现在考虑视界面附近的量子纠缠。记|�Í为黑洞的物理态，则其视界面附近的产

生的粒子数可以通过求解Bogoliubov方程
3

aÊ,¸ ≠ e
≠ —Ê

2 ã
†
Ê,¸

4
|�Í = 0,

3
a

†
Ê,¸

≠ e
—Ê
2 ãÊ,¸

4
|�Í = 0 (4.19)

从而计算得视界面附近的关联函数为

È�| aÊ,¸ãÊ,¸ |�Í = e
≠ —Ê

2

1 ≠ e≠—Ê
(4.20)

其中NÊ,¸ = a
†
Ê,¸

aÊ,¸是粒子数算符，并且其本征值为n的本征态定义为 |nÍ。
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Figure 6: 图片截取于[36]

为了定量地类比于CHSH模型描述量子纠缠，我们需要在视界面附近构造相应
的CHSH算符。其中A1, A2定义为

A1 =
Œÿ

n=0

(|2n + 1Í È2n + 1| ≠ |2nÍ È2n|)

A2 =
Œÿ

n=0

(|2n + 1Í È2n| + |2nÍ È2n + 1|)

Ã1 =
Œÿ

ñ=0

(|2ñ + 1Í È2ñ + 1| ≠ |2ñÍ È2ñ|)

Ã2 =
Œÿ

ñ=0

(|2ñ + 1Í È2ñ| + |2ñÍ È2ñ + 1|)

(4.21)

而B1, B2是 Ã1,2的某种线性组合

B1,2 = cos ◊Ã1 ± sin ◊Ã2

我们感兴趣的是CHSH算符的上界，从而通过计算可以发现当◊满足

tan ◊ = 2 e
≠ —Ê

2

1 + e≠—Ê
(4.22)

对应的关联函数上界是

È�| CAB |�Í = 2
1 + e≠—Ê

Ò
1 + 6e≠—Ê + e≠2—Ê (4.23)

考虑一个黑洞经过Hawking辐射的蒸发过程： 我们把区域A定义为近视界面的

晚期Hawking辐射，B是视界面内部，C是早期霍金辐射。由于Hawking辐射是热谱，
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从而其密度矩阵正比于单位算符，因此对于A, C作为一个整体系统来说，C系统中可

以找到算符C1, C2来保证

È�| CAC |�Í = 2
Ô

2 (4.24)

这导致

È�| CAB |�Í
2 + È�| CAC |�Í

2
> 8 (4.25)

违反了(4.18)。
为了解决这个问题，一种可能是A和B之间没有量子纠缠。有两种可能的模型都

有这样的特性。第一种是火墙模型[38]：该模型认为黑洞的近视界面几何和传统意义
的黑洞几何没有区别，只是视界面外的模式和视界面内的模式没有量子纠缠，取而

代之的是Planck能标的激发粒子，也就是火墙。第二种模型是毛球模型。毛球模型
放弃的是黑洞存在视界面内部的概念，取而代之的是量子引力尺度的效应会体现在

宏观的对应于微观状态的几何上。值得说明的是，在AdS/CFT中，火墙问题可以被
很自然地解决[39]。其原因是AdS-Schwarzchild双边黑洞对偶于Thermal field double
state，而黑洞视界面内的模式是被编码在第二个边界的共形场论中，从而黑洞的霍金
辐射A同时和早期霍金辐射C还有视界面内模式B进行量子纠缠就不会有任何矛盾。

最后我们简要介绍一下毛球模型。一个毛球模型的几何的大致形式是：

ds
2 = 1

Ô
g1g5

[≠(dt ≠ Aidx
i)2 + (dy + Bidx

i)2] + Ô
g1g5

4ÿ

i=1

dx
2

i

g1(x̨) = 1 + Q5

L

⁄
L

0

|
˙̨

F (v)|2dv

|x̨ ≠ F̨ (v)|2

g5(x̨) = 1 + Q5

L

⁄
L

0

dv

|x̨ ≠ F̨ (v)|2

Ai(x̨) = ≠
Q5

L

⁄
L

0

Ḟi(v)dv

|x̨ ≠ F̨ (v)|2

(4.26)

几何度规(4.26)是10维超引力作用量[40]

S = 1
16fiG10

⁄
d

10
x
Ô

≠g

C

e
≠2�(R + 4(Ò�)2) ≠

1
2(p + 2)!F

2

p+2

D

(4.27)

的稳定点解。不难可以通过mathematica算出运动方程

Rµ‹ + 2ÒµÒ‹� = e
2�

2(p + 1)!

C

F
2

µ‹
≠

gµ

2(p + 2)F
2

D

d ú Fp+2 = 0, R = 4(Ò�)2
≠ 4⇤�

(4.28)

这里F̨ (v)是弦的形态函数，它只和光锥坐标v = t≠y有关。直接求解Einstein方程(4.28)来
获得Fuzzball解(4.26)是十分困难的。一般可以用生成解的方法从chiral null模型来获
得这些Fuzzball解[41]。

在Fuzzball项目的研究中，人们认为存在大量的微观状态度规(4.26)，通过不同
的弦的形态函数F̨ (v̨)来区分，从而这些几何能够给出宏观的黑洞熵。这些fuzzball几
何都是没有视界面的几何，从而不会发生任何信息丢失问题。这些不同弦的形态函
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数F̨ (v̨)可以展开成为Fourier空间的级数。这些级数的系数对偶于微观状态的生成算
符。一个经常会产的误解是任意一个给定的弦形态函数对偶于一个场论中的微观状

态。这几乎不正确[42, 43]。只有当弦形态函数描述的是圆时fuzzball几何才对偶于一
个场论中的微观态。而对于一般的形态，fuzzball对偶的是各个微观状态的叠加。

5 前沿与讨论

由于课程长度限制以及讲义内容有限，本讲义只涉及了有关黑洞熵计算的很有限

的部分。近年来，在研究利用高维共形场论解决黑洞熵问题上取得了突破性进展。这

样的研究尝试从2005年就开始进行了[20]。简单地想，大尺度的AdS5黑洞的熵是L
3

≥

N
2量级的。然而[20]用超对称共形指标计算对偶N = 4超对称Yang-Mills理论却得到
在大N极限下首阶的共形指标是N

0量级的。这意味着超对称共形指标不能计算出黑

洞熵，但是却能很好地描述巨引力子(Giant graviton)的性质。
已知的最一般满足BPS性质的AdS5黑洞最早由[15]给出，其具有三个电荷和两个

角动量。熵对于这些电荷和角动量的依赖关系是

S = 2fi

Û

Q1Q2 + Q1Q3 + Q2Q3 ≠
N2

2 (Ja + Jb) (5.1)

一直以来从N = 4超对称Yang-Mills理论推导出(5.1)是一个十分困难的问题。一个
猜测是，由于超对称共形指标的定义会导致玻色自由度和费米自由度发生大量抵

消，从而超对称共形指标不能给出量级为N
2的黑洞熵。突破性进展发生在2017年，

Za�roni和他的合作者意识到为了计算出黑洞熵(5.1)，我们只需要证明N = 4超对
称Yang-Mills理论的配分函数是

ln Z = N
2

2
�1�2�3

ÊaÊb

(5.2)

其中�1 + �2 + �3 ≠ Êa ≠ Êb = 2fii。黑洞熵(5.1)可以通过对(5.2)做逆Legendre变换来
得到。 (5.2)在N = 1超对称场论中和超对称Casimir能量形式几乎一样[44]，除了化学
势的约束条件是�1 +�2 +�3 ≠Êa ≠Êb = 0。因此(5.2)也被称为广义超对称Casimir能

量。这启发了[23]人们构建从共形指标来计算(5.2)的方法。
在近两年的努力下，我们已经掌握了多种方法从对偶的超对称共形场论计算

大N极限的超对称共形指标，这些结果都能用来计算不同模型下的黑洞熵。文献[25]提
供了一个很好的综述。然而计算(5.2)经常需要具体的高维共形场论模型，而非找到某
种共形场论的普适性质。相比之下[27]，AdS3时空黑洞熵的微观状态不太需要理论的

具体信息。唯一需要的输入是2维共形场论满足SL(2,Z)模性质(3.35)。如果考虑某一
具体的场论，这样的配分函数将由Jacobi-◊函数构成，其满足

◊

3
z

·
; ≠

1
·

4
= e

ifiB2(z,·)
◊(z; ·) (5.3)

一般说来，黑洞主导的参数区间是· æ 0的高温极限。(5.3)变换关系使得我们能够将
理论的高温极限和低温极限建立非平凡的联系。从对偶的低温极限看，理论的最主
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要贡献来自于单位算符。从而模形式的具体函数形式对于推导Cardy公式并不重要，
重要的只有模性质以及低温极限由单位算符主导。我们在Cardy极限下将对偶频道
的◊函数平凡化成了1从而只有B2项贡献了黑洞熵的主要部分。

我们可以类似地在4维共形场论中用 SL(3,Z)模性质来平凡化配分函数的对偶频
道。目前我们并不能在一般的理论中做到这一点。在N = 4超对称Yang-Mills理论
中，配分函数由椭圆Gamma函数构成，其满足一个非平凡的 SL(3,Z)模性质

� (z; ·, ‡) = e
≠ifiQ(z;·,‡)

�( z

·
; ‡

·
, ≠

1

·
)

�( z≠·

‡
; ≠

·

‡
, ≠

1

‡
) (5.4)

其中Q-多项式是

Q(z; ·, ‡) = z
3

3·‡
≠

· + ‡ ≠ 1
2·‡

z
2 + ·

2 + ‡
2 + 3·‡ ≠ 3· ≠ 3‡ + 1

6·‡
z

+ 1
12(· + ‡ ≠ 1)(·≠1 + ‡

≠1
≠ 1) .

(5.5)

在广义Cardy极限下，我们可以令·, ‡ æ 0从而使得(5.4)右边退化成仅包含量子反常
多项式。在配分函数中，当我们收集了所有的量子反常多项式综合起来，可以得到我

们期待的配分函数(5.2)。换句话说，类似于Cardy在2维共形场论中的工作，在4维超
对称共形场论我们依然有可能利用更一般的模性质来理解黑洞熵[45]。在未来的工作
中，我们希望这个方法能够被推广到更一般的缺乏超对称的共形场论中。我们需要理

解的是，SL(3,Z)模性质究竟依赖于什么几何性质。
最后值得一提的是除了我们提及的弦理论，全息原理，Kerr/CFT对偶以及超对

称共形指标的计算之外，还存在着一种被称为Cardy-Verlinde的方法计算黑洞熵[46]。
基本想法是高维的AdS黑洞熵可能存在着类似于Cardy公式类似的形式，从而预示
着微观共形场论可能在高温极限存在非平凡的普适性。蔡荣根[47, 48]和荆继良老
师[49]在推广该方法上做过许多工作。需要注意的是到目前为止，所有的可以用共形
场论或者弦理论理解的黑洞熵模型都无法和Cardy-Verlinde公式产生任何联系。作者
在这个问题有一些初步的研究。对此公式是否存在真正的共形场论解释，作者持怀疑

态度。

A 数学基础

本节提供一些必要的数学基础。

A.1 Hardy-Ramanujan公式

假设p(n)函数代表给定正整数n的所有不排序的拆分方法的总数。以n = 5为例，

31



它可以被拆分为：

5 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1
= 1 + 1 + 1 + 2
= 1 + 1 + 3
= 1 + 4
= 2 + 3
= 1 + 2 + 2
= 5

(A.1)

There are in total seven di�erent ways of partitioning 5. Thus p(5) = 7. Introducing
the generating function with p(n) as the coe�cient.

f(q) =
Œÿ

n=0

p(n)qn =
ŒŸ

n=1

(1 + q
n + q

2n + ...) =
ŒŸ

n=1

1
1 ≠ qn

(A.2)

In addition, the pentagonal number theorem due to Euler says
ŒŸ

n=1

(1 ≠ q
n) =

Œÿ

k=≠Œ
(≠1)k

q
gk , gk = k(3k ≠ 1)

2 (A.3)

A.2 特殊函数

Jacobi-◊函数

定义 (x; q) = rŒ
j=0

(1 ≠ xq
j), Jacobi-◊ 定义为

◊(z, ·) = ie
fii(·/4≠z)(x; q)

3
q

x
; q

4
(q; q)

在一般的SL(2,Z)变换下，Jacobi-◊函数满足

◊

A
z

c· + d
; a· + b

c· + d

B

= e
ifiB(z,· ;a,b,c,d)

◊(z; ·) (A.4)

其中

B(z, · ; a, b, c, d) = cz
2

c· + d
+ z

3 1
c· + d

≠ 1
4

+ c·
2

6(c· + d)

+ c(3 ≠ 6d) + 6(≠1 + d)d + b(≠2 + 3c
2

≠ 6cd + 3d
2)

12(c· + d) (A.5)

+ (≠2a + 3(≠2 + a)c2
≠ d ≠ 6(≠1 + a)cd + 3ad

2)·
12(c· + d) + ”(a, b, c, d) ,

”(a, b, c, d) 是只依赖于SL(2,Z)群变换元素的值。具体定义可见[50]。

32



椭圆�函数

为了定义椭圆�函数，我们需要定义如下记号

(x : q, r) =
ŒŸ

j,k=0

(1 ≠ xq
j
r

k) = exp
C

≠

Œÿ

l=1

x
l

l(1 ≠ ql)(1 ≠ rl)

D

椭圆�函数定义为
�(z, ·, ‡) = (qr/x; q, r)

(x; q, r) (A.6)

其中q = e
2fiir

, r = e
2fii‡

, x = e
2fiiz。

A.3 稳定点近似

在我们研究量子场论的时候，我们会考虑一个精确可解的模型并把高阶耦合项做

微扰处理。例如带质量的标量场加入高阶耦合常数⁄„
4项。这样得到的配分函数一般

来说是渐近级数。渐近级数是洛朗级数的推广。我们记f(x) π g(x), x æ x0当且仅当

lim
xæx0

f(x)
g(x) = 0 (A.7)

同时我们记f(x) ≥ g(x), x æ x0当且仅当

f(x) ≠ g(x) π g(x), x æ x0 (A.8)

这等价于

lim
xæx0

f(x)
g(x) = 1 (A.9)

Laplace积分

我们考虑一类积分

I(x) =
⁄

b

a

f(t)ex„(t)
dt (A.10)

我们想计算I(x)在x æ +Œ的渐进行为。

• 如果对于任意a Æ t Æ b，„
Õ(t) ”= 0，则

I(x) = 1
x

⁄
b

a

f(t)
„Õ(t)

d

dt
[ex„(t)]dt

= 1
x

f(b)
„Õ(b)e

x„(b)
≠

1
x

f(a)
„Õ(a)e

x„(a)
≠

1
x

⁄
b

a

d

dt

C
f(t)
„Õ(t)

D

e
x„(t)

dt

(A.11)

可以证明最后一项在x æ +Œ是可忽略的。因此

I(x) ≥
1
x

f(b)
„Õ(b)e

x„(b)
≠

1
x

f(a)
„Õ(a)e

x„(a) (A.12)

如果Re „(t) <Re „(b)，则

I(x) ≥
1
x

f(b)
„Õ(b)e

x„(b) (A.13)
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• 如果存在在区间[a, b]稳定点c使得„
Õ(c) = 0并且f(c) ”= 0，且„(t)在t = c达到最

大，则

„(t) ¥ „(c) + 1
2(t ≠ c)2

„
ÕÕ(c) (A.14)

从而

I(x) ≥

⁄
c+‘

c≠‘

f(c)ex[„(c)+
1
2 (t≠c)

2
„

ÕÕ
(c)]

dt ≥

Ô
2fif(c)ex„(c)

Ò
≠x„ÕÕ(c)

(A.15)

如果c是高阶稳定点，满足

„(t) ¥ „(c) + 1
p! (t ≠ c)p

„
(p)(c) (A.16)

那么Laplace积分的首阶贡献为

I(x) ≥
2�(p≠1)(p!)1/p

p[≠x„(p)(c)]1/p
f(c)ex„(c) (A.17)

我们来考虑两个例子来理解稳定点近似的应用。考虑如下积分

I(a, b) =
⁄ Œ

0

dxe
≠a

2
x

2≠ b2
x2 (A.18)

可以计算出

I(a, b) =
Ô

fi

2a
e

≠2ab (A.19)

(提示：可以计算ˆb2I(a, b)并将其表示成I(a, b)从而获得关于I(a, b)的一阶微分方程。)
如果我们使用稳定点近似，稳定点方程是

≠2a
2
x + 2 b

2

x3
= 0 (A.20)

解是x
2

0
= b/a。从而带入积分核可以获得

I(a, b) ≥ e
≠2ab (A.21)

进一步我们可以考虑一圈修正。一圈修正是定义在稳定点x0附近的微扰，我们可以记

x = x0 + u (A.22)

从而

a
2
x

2 + b
2

x2
= 2ab + 4a

2
u

2 (A.23)

所以

I(a, b) ≥ e
≠2ab

⁄ Œ

≠Œ
due

≠4a
2
u

2 =
Ô

fi

2a
e

≠2ab (A.24)

这和精确计算的结果完全吻合！

第二个例子是⁄x
4理论的0维量子场论。这个例子详细讨论可见[51]。考虑积分

Z[⁄] =
⁄ Œ

≠Œ
dxe

≠x
2≠⁄x

4 (A.25)
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这个积分的精确值是

Z[⁄] = e
1

8⁄

2
Ô

⁄
K 1

4

3 1
8⁄

4
(A.26)

微扰计算可以得到

Z[⁄] =
Œÿ

k=0

Ô
fi

(≠⁄)k(4k)!
24k(2k)!k! (A.27)

微扰计算和真实的数值计算在微扰阶数比较大的时候会差别较大。造成这个现象的

原因是，微扰计算不能告诉我们存在非微扰的稳定点。为了看到这个，我们可以定

义u
2 = ⁄x

2,从而
Z[⁄] = 1

Ô
⁄

⁄
due

≠ u2+u4
⁄ (A.28)

我们发现当⁄ æ 0时，首阶贡献除了u = 0稳定点外还存在瞬子稳定点u = ±
iÔ
2
。正是

这些稳定点贡献了e
1

4⁄的非微扰项。

A.4 求解渐进代数方程

在本节我们将提供计算方程(3.22)的具体步骤细节。为了方便起见，我们讨论光
锥坐标系下的渐进AdS3度规

ds
2 = r

2

¸2
dzdz̄ + ¸

2
dr

2

r2
+ hzzdz

2 + hz̄z̄dz̄
2 (A.29)

B 一些习题解答

在本节作者将提供如何从一个AdS黑洞出发计算其Euclidean配分函数的首阶贡
献。本部分的计算截取于[52]。AdS黑洞解的度规是(2.57)。我们首先通过Euclidean度
规在近视界面极限没有奇异点可以推导出

— = 4fi¸
2
r+

3r
2
+ + ¸2

(B.1)

我们首先可以说明Einstein-Hilbert作用量所对应的Hawking-Gibbons边界项贡献
为零。 AdS时空的边界位于无穷远的径向方向。为了计算方便，我们取r = R的截断

曲面。我们会在最后取R æ Œ。在此曲面上的诱导度规满足

Ô

h = R
2 sin ◊

Û

1 ≠
2GM

R
+ R2

¸2
(B.2)

因此边界项积分可以被形式上写成

⁄
K

Ô

hd
3
x = ˆ

ˆn

⁄ Ô
≠hd

3
x

=
Ò

f(r) ˆ

ˆr
(r2 sin ◊

Ò
f(r))d◊d·d„|r=R

=
⁄

d·(8fiR + 12fiR
2

¸2
≠ 12fiGM)

(B.3)
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而AdS背景时空的外曲率可以计算得

K
0
Ô

h = (2R + 3R
3

¸2
)
ı̂ıÙ1 ≠

2GM¸2

R(R2 + ¸2) sin ◊ (B.4)

易得

lim
RæŒ

⁄
(K ≠ K

0)
Ô

hd
3
x ≥ O

3 1
R

4
æ 0 (B.5)

接下来考虑Einstein-Hilbert作用量的体积项。由Einstein方程

Rµ‹ ≠
1
2Rgµ‹ + �gµ‹ = 0, � = ≠

3
¸2

可得R = 4�。从而体积积分变成

I = ≠
1

16fiG

⁄
d

4
x(2�)Ôg = 2fir+(R3

≠ r
3

+
)

G(3r
2
+ + ¸2) (B.6)

和边界项类似，体积积分是关于边界截断半径R æ Œ发散的。我们需要通过重整

化减去AdS时空背景的贡献来获得有限的AdS黑洞的作用量。为此我们需要选取合
适的AdS时空中时间方向的周期。选取的原则是我们要求在AdS截断面上线元的长度
和AdS黑洞中在截断面线元的长度一致。这意味着

A
—AdS

—BH

B
2

= 1 ≠
2GM¸

2

R(R2 + ¸2) (B.7)

从而

R
3(—AdS ≠ —BH) = ¸

2
GM + O

3 1
R

4
(B.8)

这使得我们可以计算出

I = fir
2

+
(¸2

≠ r
2

+
)

G(3r
2
+ + ¸2) (B.9)
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